METODY OBLICZENIOWE OPTYMALIZACJI

ZADANIA LABORATORYJNE

Przedstawione dalej zadania rozwiaz wykorzystujac Matlab oraz Excel (lub Open/Libre Office
Calc) z funkcja Solver.

Zadania 1-13 sg zadaniami optymalizacji liniowej, zadania 14-16 dotycza optymalizacji
nieliniowej.

Przed przystapieniem do rozwigzania zapoznaj si¢ z matematycznymi funkcjami Excela:
MACIERZ.ILOCZYN, SUMA.ILOCZYNOW oraz z narzgdziem Solver. Zapoznaj si¢ rowniez
z funkcjami linprog, intlinprog, quadprog oraz Isqlin programu Matlab. Informacje uzyskasz
korzystajac z opcji pomocy lub dokumentacji Matlaba.

W jezyku Python istnieja odpowiedniki powyzszych funkcji matlabowych. Sa to:

e linprog-— scipy.optimize.linprog

e intlinprog-— scipy.optimize.linprog + parametr integrality
e Isglin-— scipy.optimize.lsq linear

e quadprog-— gpsolvers.solve dgp

Instalacja modutoéw:
e pip install scipylstubs]
e pip install gpsolvers[quadprog]

Jesli prowadzacy wyrazi zgode, mozna uzywac powyzszych funkcji do rozwigzywania zadan
zamiast ich odpowiednikow matlabowych.



Zad. 1

W fabryce wytwarza si¢ produkty I i I[I. Wytworzenie jednostki produktu I wymaga zuzycia
8 jednostek surowca A i1 2 jednostki surowca B. Wyprodukowanie za$ jednostki produktu
IT — 5 jednostek surowca A i 5 jednostek surowca B. Dostawy surowcéw w kazdym dniu
wynosza odpowiednio 40 jednostek surowca A i 25 jednostek surowca B. Zysk ze sprzedazy
jednostki produktu I wynosi 9 zi, produktu II 8 zt. Zakladajac, ze cata dzienna produkcja
zostanie sprzedana, wyznacz jej wysoko$¢ w odniesieniu do kazdego produktu, by otrzymacé
maksymalny zysk.

Zad. 2

Rozwigz zad. 1. zakladajac, ze wysokosci dziennej produkcji produktu I 1 produktu II sg
liczbami catkowitymi.

Zad.3

Dyrekcja przedsigbiorstwa rozwaza podjecie produkcji trzech nowych wyrobow Wi, Wa, W3,
O ewentualnym ograniczeniu produkcji tych wyrobow stanowia zasoby dwodch surowcow Si
1 S2. Miesigczne limity surowcow wynosza: S; — 3600 kg, S» — 4800 kg. Normy zuzycia
surowcow przy produkcji poszczegdlnych wyrobow podano w tab. 1. Zysk osiagany na
jednostce wyrobu W1 wynosi 10 zt, W2 — 24 zt, W3 — 12 zk. Ktore z wyrobdw i w jakiej ilo$ci
powinno produkowaé przedsigbiorstwo, by osiagna¢ maksymalny zysk, nie przekraczajac
zuzycia surowcow S i S?

Tab. 1
Zuzycie surowcow (kg/jedn.)
Surowce Wi W2 W3
S1 5 3 0
S 1 2 4
Zad. 4

Dwa gatunki wegla: A 1 B zawierajg zanieczyszczenia fosforem i1 popiotlem. W pewnym
procesie przemystowym potrzeba co najmniej 90 t paliwa zawierajacego nie wigcej niz 0.03%
fosforu 1 nie wigcej niz 4% popiotu. Procent zanieczyszczen 1 ceny zakupu poszczegdlnych
gatunkow wegla podano w tab. 2. Jak zmiesza¢ wymienione dwa gatunki wegla, aby uzyskac
paliwo o mozliwie najnizszym koszcie, spelniajace wyzej wymienione wymagania?

Tab. 2
Procentowe zanieczyszczenie Cena w zl/t
Wegiel fosforem popiotem
A 0.02 3 100
B 0.05 5 80




Zad. 5

Na trzech typach krosien mozna produkowacé pie¢ rodzajéw tkanin. Wydajno$¢ krosien
w m/h przy produkcji poszczegdlnych tkanin oraz dopuszczalne czasy pracy krosien podano w
tab. 3. Nalezy rozdzieli¢ produkcje tkanin miedzy poszczegélne typy krosien tak, aby
wyprodukowac co najmniej 1120 m tkaniny 1, 1260 m tkaniny 2, 1800 m tkaniny 3, 1200 m
tkaniny 4 1 720 m tkaniny 5, minimalizujac taczny czas pracy krosien.

Tab. 3
Krosno | Wydajno$¢ w m/h przy produkcji tkaniny | Dopuszczalny
1 2 3 4 5 czas pracy w h
A 5 10 8 12 6 600
B 7 7 12 10 8 840
C 8 9 10 11 9 720

Zad. 6

Dane sg cztery typy przedmiotow. Kazdy typ jest scharakteryzowany przez cigzar i wartos¢
jednej sztuki o nastepujacych danych liczbowych (cigzar, wartos$¢): (4, 5), (2, 3), (6, 4), (5, 8).
Nalezy wybra¢ liczbe sztuk poszczegoélnych typdw tak, by taczny cigzar nie przekraczat 12
a taczna warto$¢ byta maksymalna.

Zad.7

Tartak otrzymat zamowienie na wykonanie co najmniej 300 kompletéw belek. Kazdy komplet
sktada si¢ z 7 belek o di. 0.7 m oraz 4 belek o dt. 2.5 m. W jaki sposdb powinno by¢
zrealizowane zamoOwienie, by odpad powstaly w procesie cigcia dluzyc o dt. 5.2 m byt
minimalny? Ile wyniesie wielko$¢ odpadu przy optymalnym cigciu?

Wskazowka: Rozpocznij od ustalenia sposobow cigcia diuzyc.

Zad. 8

Do wyprodukowania drazkoéw o trzech dtugosciach: 0.6 m, 1.5 m, 2.5 m, ktorych ilosci powinny
odpowiada¢ proporcjom 2:1:3 przeznacza si¢ 1000 pretéw o dtugosci 3 m. Nalezy okresli¢
program cigcia pretow zapewniajacy maksymalng liczbg kompletow drazkow.

Wskazowka 1: Rozpocznij od ustalenia sposobow ciecia.

Wskazowka 2: Jeden komplet jest rowny liczbie drqzkow o diugosci 1.5 m (zgodnie
z proporcjg 2:1:3).



Zad. 9

Do pojemnikéw o objetosci 40 cm?® nalezy zapakowaé 4 rodzaje przedmiotoéw o objetosciach,
odpowiednio: 21 cm?, 12 cm?, 11 cm?, 8 cm® w ilociach, odpowiednio: 6, 6, 6, 12 sztuk.
Ustalone przez producenta pig¢ sposobow pakowania okre$la macierz A=[ajj], w ktorej aj
oznacza liczbe sztuk i—tego przedmiotu, zapakowanych do jednego pojemnika wedlug j—tego
sposobu (i=1,....4, j=1,...,5)
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Ile pojemnikéw nalezy zapakowaé kazdym ze sposobow, by laczna ich liczba byla jak

najmniejsza?

Zad. 10

Wyznacz najkrétsza droge z Warszawy do Sofii na podstawie danych z tab. 4,
przedstawiajacych odlegtosci miedzy miastami posrednimi. Podrozowa¢ mozna jedynie od
miasta w pierwszej kolumnie do miasta z tego samego wiersza drugiej kolumny. Narysuj
odpowiedni graf skierowany, ponumeruj jego wezly, zapisz zadanie jako problem binarnej

optymalizacji liniowej i rozwiaz je.

Tab. 4
Poczatek odcinka Koniec odcinka drogi | Odleglo$¢ w km

drogi
Warszawa Katowice 300
Warszawa Zakopane 402
Warszawa Lwow 356
Katowice Wieden 440
Katowice Budapeszt 474
Zakopane Budapeszt 330
Lwow Bukareszt 823
Wieden Zagrzeb 430
Budapeszt Zagrzeb 365
Budapeszt Bukareszt 813
Budapeszt Sofia 774
Zagrzeb Sofia 768
Bukareszt Sofia 403




Zad. 11

Rozwigz zadanie znalezienia najtanszej drogi (analogicznie do zadania najkrétszej drogi)
zwezta 1 do wezla 6 w sieci scharakteryzowanej w tab. 5. Podobnie jak w zad. 15. mozna
porusza¢ si¢ od wezla z kolumny pierwszej do odpowiedniego wezta z kolumny drugiej.
W trzeciej kolumnie podano koszty przejscia. Narysuj graf, zapisz problem binarnej
optymalizacji liniowej i rozwiagz go.

Tab. 5
Wezel Wezel Koszt w z1
poczatkowy | koncowy
1 2 24 000
1 3 48 320
2 3 25920
2 4 52 186
3 4 27993
3 5 56 360
4 5 30233
4 6 60 869
5 6 32 652
Zad. 12

Dana jest sie¢ scharakteryzowana w tab. 6, w ktdrej zestawiono numery weztow poczatkowych,
numery weztow koncowych i przepustowosci tukéw. Sporzadz odpowiedni graf oraz rozwigz
zadanie maksymalnego przeptywu. Wyznacz optymalne przeplywy przez poszczegodlne
gatezie. Jako zrodto przyjmij wezel 1, jako ujscie — wezel 6.

Tab. 6
Wezel Wezel Przepustowos¢
poczatkowy | koncowy
1 2 3
1 3 4
2 4 4
3 4 5
3 5 3
4 5 2
4 6 2
5 6 4




Zad. 13

Wyznacz maksymalny przeptyw 1 odpowiadajace mu przeptywy przez galezie sieci
scharakteryzowanej w tab. 7. Zrodlem jest wezet 1, ujsciem wezet 6.

Tab. 7

Wezel 1 1 2 2 3 4 4 5 5
poczatkowy

Wezel koncowy | 2 3 3 4 5 3 6 4 6
Przepustowos¢ | 7 3 1 6 8 3 2 2 8

Zad. 14

Wykonaj minimalizacj¢ nastepujacych funkceji przy uzyciu funkcji quadprog w programie
Matlab. Jako punkt startowy przyjmij [0, 0, 0].

a)
Funkcja celu:
f(x) =5x% 4+ 5x2 + x% + 2x,x, + 3x,%3 + 7x,%5 + 3x;+4%, + 5x3 > min

Ograniczenia:
—7x1 — 2%y — x3 < —89
2x1 =6
4x, =12
X3 =6
b)

Funkcja celu:
f(x) =3x% + x5 + 0.5x3 + 3x;x, + x,%3 + 2x;+5x, > min

Ograniczenia:
—5x; —x, — 2x3 < —89
3x, =7
2x, =2 10
x3=>8
Zad. 15

W fabryce produkuje si¢ dwa rodzaje komponentow: A 1 B. Koszt produkcji jednostki
komponentu zalezy od catkowitej liczby wyprodukowanych sztuk zgodnie z nast¢pujacymi
zalezno$ciami:
« catkowity koszt produkcji komponentu A to 2x? + 4x; zt, gdzie x; to liczba jednostek
komponentu A;



« catkowity koszt produkcji komponentu B to 3x3 + 3x, zl, gdzie x, to liczba jednostek
komponentu B.

Cena sprzedazy wynosi odpowiednio:
e 12 zl za jednostk¢ komponentu A,

e 10 zl za jednostk¢ komponentu B.

Zasoby dostepne dla produkcji sa ograniczone:
e produkcja komponentu A nie moze przekroczy¢ 15 jednostek,

o produkcja komponentu B nie moze przekroczy¢ 10 jednostek,
o calkowita liczba wyprodukowanych jednostek obu komponentdéw nie moze przekroczy¢

20.

Zdefiniuj odpowiedni model programowania kwadratowego, ktéry maksymalizuje zysk fabryki
(réznica migdzy przychodami a kosztami produkcji) i rozwigz go za pomoca quadprog.

Zad. 16
Wykonaj minimalizacj¢ nastepujacej funkeji przy uzyciu funkcji Isqlin w programie Matlab.

Funkcja celu:
fx) = (21 +2x, — 7)% + (3x; + 4x, — 8)%? + (5x; + 6x, — 9)? > min

Ograniczenia:
X1 + Xy <5
X1, %, =0

Zad. 17

Wytwornia pasz planuje wyprodukowaé 100 kg nowej mieszanki dla zwierzat. Ze wzgledoéw
dietetycznych pozadane jest, aby nowa mieszanka jak najdoktadniej odpowiadata ,,idealnemu
profilowi odzywczemu”. Idealny profil dla 100 kg mieszanki wynosi:

e 3500 jednostek biatka,

e 4500 jednostek weglowodandw,

e 2000 jednostek ttuszczu.
Do produkcji mieszanki fabryka wykorzystuje cztery dostgpne surowce S1, S2, S3, S4).
Zawartos¢ sktadnikow odzywcezych w 1 kg kazdego surowca przedstawia si¢ nastgpujaco:

o surowiec S1: 40 j. biatka, 30 j. weglowodandw, 10 j. ttuszczu,

e surowiec S2: 20 j. biatka, 60 j. weglowodanow, 20 j. thuszczu;

e surowiec S3: 50 j. biatka, 20 j. weglowodandw, 30 j. ttuszczu,

e surowiec S4: 10 j. biatka, 40 j. weglowodandw, 50 j. thuszczu.
Ze wzgleddéw technologicznych oraz trawiennych nalozono nastepujace ograniczenia:

e laczna masa wyprodukowanej paszy musi wynosi¢ doktadnie 100 kg,

e ilo$¢ surowca S4 w mieszance nie moze przekroczy¢ 15 kg,

e ilos¢ kazdego z uzytych surowcé6w nie moze by¢ ujemna.
Poniewaz idealne zbilansowanie sktadnikow odzywczych moze by¢ niemozliwe przy
dostgpnych surowcach 1 nalozonych ograniczeniach, zdefiniuyj odpowiedni model
matematyczny, ktory zminimalizuje sum¢ kwadratow odchylen migdzy uzyskang w mieszance
iloscig biatka, weglowodanow 1 thuszczu, a ich idealnym profilem. Rozwigz ten problem za
pomoca funkcji Isglin.



Zad. 18

Popyt na pewne dobro w kolejnych latach scharakteryzowano w Tab. 8.

Tab. 8
rok t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
popytpl 5 22 85 238 426 648 959 1295 | 1698 | 2078
Metodg najmniejszych kwadratow znajdz parametry nastepujacych modeli:
a)p=at+p b)p=oat? +pt+y c)p=at? d) p = oePt

Ktory z modeli najlepiej odpowiada danym z tabeli? Zadanie rozwiaz korzystajac z opcji Excela
,wstaw lini¢ trendu” lub Libre/Open Office Calca ,,wstaw krzywa regresji”.

Za pomoca najlepiej dopasowanego modelu oblicz prawdopodobny popyt w jedenastym roku

(t=11).




